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一、 (10 分) 定义：设 f(x, y) 在 P0(x0, y0) 的邻域 U(P0) 上有定义，对 P (x0 + ∆x, y0 + ∆y) ∈

U(P0)，若 ∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) 可表示为 A∆x+B∆y + o(ρ)，

其中 ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2，A,B 为仅与 P0 有关的常数，则称 f(x, y) 在 P0(x0, y0) 可微。

证明：f(x, 0) = 0，f ′
x(x, 0) = 0，f(0, y) = y arctan

1

|y|
，f ′

y(0, 0) = limy→0 arctan
1

|y|
=

π

2

∆z = f(∆x,∆y) = ∆y arctan
1√

(∆x)2 + (∆y)2
= ∆y arctan

1

ρ
.

故 lim
ρ→0

∆z − f ′
x(0, 0)∆x− f ′

y(0, 0)∆y

ρ

= lim
ρ→0

∆y(arctan 1
ρ
− π

2
)

ρ

= lim
ρ→0

ρ sin θ

ρ
· lim
ρ→0

(arctan
1

ρ
− π

2
) = 0

从而 ∆z = f ′
x(0, 0)∆x+ f ′

y(0, 0)∆y + o(ρ)，故 f(x, y) 在 (0, 0) 可微。

二、 (32 分)

1. 利用球坐标变换，设 x = r sin θ cosφ，y = r sin θ sinφ，z = r cos θ， 0 ≤ r ≤ 1，

0 ≤ θ ≤ π

2
，0 ≤ φ ≤ π

2
，则 J(r, θ, φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xr xθ xφ

yr yθ yφ

zr zθ zφ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ

故

∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz =

∫ π
2

0

∫ π
2

0

∫ 1

0

r · r2 sin θ dr dθ dφ

=

∫ π
2

0

∫ π
2

0

1

4
sin θ dθ dφ

=

∫ π
2

0

1

4
dφ =

π

8
.

2. f(x) =

∫ x

0

√
sin t dt，f ′(x) =

√
sinx，

故

∫
L

x ds =

∫ π

0

x ·
√
1 + sinx dx

=

∫ π

0

x

√
(sin

x

2
+ cos

x

2
)2 dx

= 4

∫ π
2

0

x(sinx+ cosx) dx

= 4(x sinx− x cosx+ sinx+ cosx)|
π
2
0 = 2π.
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3. P (x, y) = ex sin y − y2，Q(x, y) = ex cos y，设 A(0, 0)，B(π, 0)，L′ : L+ BA 为闭合曲

线，围成闭区域 D，
∂Q

∂x
= ex cos y，

∂P

∂y
= ex cos y − 2y.

由格林公式∮
L′
P dx+Qdy = −

∫∫
D

2y dσ = −
∫ π

0

dx

∫ sin x

0

2y dy = −
∫ π

0

sin2 x dx = −π

2

在 AB 上 P (x, y) = 0，dy = 0，故

∮
AB

P dx+Qdy = 0，故

∮
L

P dx+Qdy = −π

2
.

4. 设 x = r cos θ，y = r sin θ，z = r，0 ≤ r ≤ 1，0 ≤ θ ≤ 2π.

则
∂(z, x)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣∣ 1 0

cos θ −r sin θ

∣∣∣∣∣∣ = −r sin θ，
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣∣cos θ −r sin θ

sin θ −r cos θ

∣∣∣∣∣∣ = r，从而为负向。

故

∫∫
S

y2 dz dx+ (z + 1) dx dy = −
∫ 2π

0

∫ 1

0

(r2 sin2 θ · (−r sin θ) + (r + 1)r) dr dθ

=
1

4

∫ 2π

0

sin3 θ dθ − 5

6

∫ 2π

0

dθ

=
1

8

∫ 2π

0

sin θ(1− cos 2θ) dθ − 5π

3
= −5π

3
.

三、 (10 分) f(x− z, y − z) = 0，故 fx = f1，fy = f2，fz = −(f1 + f2) ̸= 0

由隐函数定理
∂z

∂x
= −fx

fz
=

f1
f1 + f2

，
∂z

∂y
= −fy

fz
=

f2
f1 + f2

，故
∂z

∂x
+

∂z

∂y
= 1.

四、 (10 分) 即求平面上一点 (x, y, z)，使得 f(x, y, z) =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 取到

最小值。

用拉格朗日乘数法，设 F (x, y, z, λ) =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2+λ(ax+by+cz+d)，

有 Fx =
x− x0

f(x, y, z)
+ λa，Fy =

y − y0
f(x, y, z)

+ λb，Fz =
z − z0

f(x, y, z)
+ λc，Fλ = ax+ by + cz + d.

令 Fx = 0，Fy = 0，Fz = 0，Fλ = 0，

若 abc ̸= 0，则有
x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
:= t，即 x = x0 + at，y = y0 + bt，z = z0 + ct；

若 abc = 0，比如 a = 0，则 x = x0 = x0 + at，对于 b, c 同理，即仍可写成 x = x0 + at，

y = y0 + bt，z = z0 + ct.

故 x = x0 + at，y = y0 + bt，z = z0 + ct.

代入 Fλ = 0 得 a(x0 + at) + b(y0 + bt) + c(z0 + ct) + d = 0，即 t = −ax0 + by0 + cz0 + d

a2 + b2 + c2
。

故 f(x, y, z) =
√

(at)2 + (bt)2 + (ct)2 =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
为所求距离。

五、 (10 分) Dirichlet 判别法：

(1) {
n∑

k=1

ak(x)}∞n=1 在 I 上一致有界；

(2) ∀x ∈ I，{bn(x)}∞n=1 单调；

(3) {bn(x)}∞n=1 在 I 上一致收敛于 0.
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满足这三点则有
∑

an(x)bn(x) 在 I 上一致收敛。

证明：

n∑
k=1

cos kx =
1

2 sin x
2

(sin (n+
1

2
)x− sin

x

2
) ≤ 1

2 sin x
2

− 1. 故
∑

cos kx 在 (0, 2π) 上内闭

一致有界。

{ n

n2 + 1
} = { 1

n+ 1
n

} 单调趋于 0，且对于以 x 为变元的函数列来说相当于常函数列，故一致

收敛于 0.

故由 Dirichlet 判别法，
n∑

k=1

n cos kx

n2 + 1
在 (0, 2π) 上内闭一致收敛。

六、 (10 分) T = 2l = 2 ⇒ l = 1，故

a0 =
1

l

∫ l

−l

f(x) dx =

∫ 1

0

x2 dx =
1

3
,

an =
1

l

∫ l

−l

f(x) cos
nπx

l
dx

=

∫ 1

0

x2 cosnπxdx

= (
1

nπ
x2 sinnπx+

2

n2π2
x cosnπx− 2

n3π3
sinnπx)|10

=
2

n2π2
(−1)n.

bn =
1

l

∫ l

−l

f(x) sin
nπx

l
dx

=

∫ 1

0

x2 sinnπxdx

= (
−1

nπ
x2 cosnπx+

2

n2π2
x sinnπx+

2

n3π3
cosnπx)|10

=
(−1)n−1

nπ
+

2

n3π3
((−1)n − 1).

故 f(x) =
1

6
+

∞∑
n=1

(
2

n2π2
(−1)n cosnπx+ (

(−1)n−1

nπ
+

2

n3π3
((−1)n − 1)) sinnπx)，

在 x = ±1 时收敛于
0 + 1

2
=

1

2
.

七、 (10 分) Cauchy 收敛准则：对于常数项级数
∑

xk，其收敛的充要条件为：对 ∀ε > 0，存在

N，使得对 ∀n > N，∀p ∈ N+，有 |xn+1 + xn+2 + · · ·+ xn+p| < ε。

证明：由条件，∀ε1 > 0,∃N1,∀n > N1,∀p ∈ N+，有 |an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε1；

∀ε2 > 0,∃N2,∀n > N2,∀p ∈ N+，有 |bn+p+1−bn+p|+|bn+p−bn+p−1|+· · ·+|bn+2−bn+1| < ε2。

则不难知存在 M > 0 与 N3，使得对 ∀n > N3，有 |bn| < M。

对 ∀ε > 0，取 ε1、ε2 使得 ε1(M + ε2) = ε，取 N = max{N1, N2, N3}，则对 ∀n > N，
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∀p ∈ N+，有：

|an+1bn+1 + an+2bn+2 + · · ·+ an+pbn+p|

≤ |bn+1(an+1 + an+2 + · · ·+ an+p)|+ |(an+2 + an+3 + · · ·+ an+p)(bn+2 − bn+1)|

+ |(an+3 + · · ·+ an+p)(bn+3 − bn+2)|+ · · ·+ |an+p(bn+p − bn+p−1)|

< ε1(|bn+1|+ |bn+2 − bn+1|+ · · ·+ |bn+p − bn+p−1|)

< ε1(M + ε2) = ε.

由 Cauchy 收敛准则，
∑

anbn 收敛。

注，本题也有利用 Abel 变换的做法：

令 An =
n∑

k=1

ak，A0 = 0，则
n∑

k=1

anbn =
n∑

k=1

(Ak −Ak−1)bk = Anbn +
n−1∑
k=1

Ak(bk − bk+1).

由于
∑

an 收敛，故 {An} 为收敛数列；

由于
∑

(bn+1 − bn) 绝对收敛，故其部分和 {bn} 也是收敛数列，故 {Anbn} 也是收敛数列。

故即证
∑

An(bn − bn+1) 收敛。

由 Cauchy 收敛准则，对 ∀ε1 > 0,∃N1 ∈ N+,∀n > N1,∀p ∈ N+，有

p∑
i=1

|bn+i+1 − bn+i| < ε1

设 lim
n→∞

An = A，则 ∃N2 ∈ N+,∀n > N2, |An| <
3

2
|A|，

对 ∀ε > 0，取 ε1 =
2ε

3|A|
，N = maxN1, N2，则对 ∀n > N,∀p ∈ N+，有

|
p∑

i=1

An+i(bn+i − bn+1+i)| ≤
p∑

i=1

|An+i||bn+1+i − bn+i|

<
3|A|
2

p∑
i=1

|bn+1+i − bn+i|

<
3|A|
2

· ε1 < ε

由 Cauchy 收敛准则，
∑

An(bn − bn+1) 收敛，得证。

八、 (8 分)
dgθ
dt

= f1 cos θ + f2 sin θ = 0,

d2gθ
dt2

= f11 cos
2 θ + 2f12 cos θ sin θ + f22 sin

2 θ

=
f11 + f22

2
+

f11 − f22
2

cos 2θ + f12 sin 2θ > 0.

上式对 ∀θ ∈ [0, 2π)成立，故 f1 = f2 = 0，且由辅助角公式，
f11 + f22

2
>

√
(
f11 − f22

2
)2 + f2

12

即 f11 · f22 − f2
12 =

∣∣∣∣∣∣f11 f12

f21 f22

∣∣∣∣∣∣ > 0，且代入 θ = 0 到
d2gθ
dt2

中，得 f11 > 0，

利用 Hesse 矩阵的正定性，得 f(x, y) 在 (0, 0) 处有极小值。


